生体高分子系の緩和モード解析 by 高野 宏 & Hiroshi Takano
統計数理（2014）

















緩和モード解析の方法（Takano and Miyashita, 1995; Koseki et al., 1997; Hirao et al., 1997）
は，計算機シミュレーションで得られた時系列データから，扱っている系の緩和モードと緩和
率分布を評価する方法である．従来，ランダムスピン系，高分子系に用いられてきた．本稿で
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である．この方法では，時刻 tに系が状態 Qをとる確率 P (Q; t) の時間発展がマスター方程式
∂
∂t
P (Q; t) = −
∑
Q′
Γ (Q|Q′)P (Q′; t)(2.1)
で与えられる．ここで，Γ (Q|Q′) は時間発展演算子（遷移行列）であり，平衡分布関数 Peq(Q) に
対し詳細釣り合いの条件
Γ (Q|Q′)Peq(Q′) = Γ (Q′|Q)Peq(Q)(2.2)
を満たすように選ばれる．
次のシミュレーション方法は，Brown動力学法で，N 個の粒子からなる系において，粒子の

















〈wiα(t)wjβ(t′)〉 = 2ζkBTδi,j , δα,βδ(t− t′)(2.5)
を満たす白色 Gauss 過程である．ここで，ζ は抵抗係数で，速度に比例した抵抗力の比例定
数である．kB は Boltzmann 定数，T は系の絶対温度を表す．このとき，時刻 t に系が状態
Q = t(tr1, . . . ,




















で与えられる．時間発展演算子 Γ は平衡分布 Peq(Q) ∝ exp[−U/(kBT )]に対し詳細釣り合いの
条件
Peq(Q
′)Γ (Q)δ(Q−Q′) = Peq(Q)Γ †(Q)δ(Q−Q′)(2.7)
を満たす．ここで Γ (Q)δ(Q−Q′)と Γ †(Q)δ(Q−Q′) は Γ とその共役 Γ † が δ(Q−Q′)の Qに




のため，同じ質量m，同じ抵抗係数 ζ をもった N 粒子系を用いて説明する．i番目の粒子の位



















































′)Γ (Q)δ(Q−Q′) = Peq(Q)Γ †(Q)δ(Q− Q′)(2.10)
を満たす（Risken, 1996）．ここで Q = t(tr1, . . . , trN ,−tv1, . . . ,−tvN ) は状態 Qの速度を反転
した状態である．行列表現を用いれば，この詳細釣り合いの条件は





Qをとる確率 P (Q; t)の時間発展の方程式を行列表現で表すと（2.1）式となる．モンテカルロ法，
Brown動力学法では，速度の自由度がないため，Q = Qとなるので，分子動力学法の場合と
合わせて，詳細釣り合いの条件は（2.11）で与えられる．時間発展演算子 Γ (Q|Q′) の固有値問題
を考える．固有値 λn に対する左固有関数を φn(Q)，右固有関数を ψn(Q)とする．即ち，∑
Q
φn(Q)Γ (Q|Q′) = λnφn(Q′),(2.13)
∑
Q′
Γ (Q|Q′)ψn(Q′) = λnψn(Q).(2.14)


























と変形できる．この式の右辺と（2.16）式の最後の式を等号で結び，Q′ を Qと，Q′′ を Q′ と書
き換えて ∑
Q′
Γ (Q|Q′)φn(Q′)Peq(Q′) = λnφn(Q)Peq(Q)(2.18)
を得る．これは右固有関数の固有値方程式（2.14）式で，ψn(Q) = φn(Q)Peq(Q) であることを示
す．即ち，






φm(Q)φˆn(Q)Peq(Q) = 〈φmφˆn〉 = δm,n(2.20)
を満たすようにとる．ここで，〈A〉は物理量 Aの平衡状態での平均を表す．このとき，時間間



























Tτ (Q|Q′) = e−Γτ (Q|Q′)(2.22)
は時刻 tで系が状態 Q′ にあるとき時刻 t + τ で系が状態 Qにある条件付き確率である．





















φn(Q)Tτ (Q|Q′) = e−λnτφn(Q′),(3.1)
∑
Q′












に対し，δR = 0 で与えられる（Talkner, 1994; Hirao et al., 1997; Drozdov, 2000）．付録 Aで固







R = t(tR1, . . . ,
tRN ,
tRN+1, . . . ,
tR2N )(3.4)
= t(tr1 − trc, . . . , trN − trc, tv1 − tvc, . . . , tvN − tvc).
ここで rc = 1N
∑




















は時刻 0で系が状態 Qにあるとき時刻 tでの Ri の期待値である．パラメター t0 は，Ri の中
に含まれる緩和の速いモードの寄与を相対的に小さくするためのものである．付録 Bで t0の役
割について説明した．fp,i は変分パラメターである．この試行関数は，左右固有関数の間の関
係（2.19）式 Xˆp(Q) = Xp(Q) を満たしている．
これらの試行関数を（3.3）式に代入すると，fp,iに対する変分問題 δR = 0は一般化固有値問題∑
i















1 , i = 1, . . . , N
−1 , i = N + 1, . . . , 2N(3.9)
である．Ci,j(t) = 13 〈Ri(t) ·Rj(0)〉 は時間相関行列であり，詳細釣り合いの条件（2.11）式より，
（3.9）式で定義された i を用いて Ci,j(t) = ijCj,i(t) という対称性を持っている．この対称性
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fp,i Ci,j(t0) jfq,j = δp,q(3.11)
に相当する．このとき，近似的緩和モードの時間相関関数として
〈Xp,α(t)Xˆq,β(0)〉  δp,qδα,β exp(−λpt)(3.12)
が成立すると考えられる．













Ci,j(t0) jfp,j , gˆi,p =
∑
j
fp,j Cj,i(t0) = i gi,p(3.14)



































































































fp,j Cj,i(t0) = i g˜i,p(3.15)
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である．途中の変形で詳細釣り合いの条件（2.11）式から得られる結果










以上，相関行列 Ci,j(t0)と Ci,j(t0 + τ)をシミュレーションで計算し一般化固有値問題（3.7）
式，（3.8）式を解くことで，緩和モード（3.5）式と緩和率 λp を評価することができる．その結果




動力学シミュレーションへ適用した Hirao et al.（1997）の結果を紹介する．





て，（2.8）式に基づいて，セグメント数N = 10, 20, 40の場合にシミュレーションを行った．平衡
化後の時間 4× 104（単位は斥力ポテンシャルの Lennard-Jones単位）のデータを用いて時間相関
行列 Ci,j(t)を計算し，t0 = 1.6, τ = 0.4として，一般化固有値問題（3.7）式，（3.8）式を解き，緩
和モード，緩和率を評価した．得られた結果から（3.15）式を用いて重心からの相対位置の自己相





緩和率が実数となっている緩和率について，緩和率が小さい順に緩和率 λpの番号 pを 1からつ
ける．このとき，λp ∝ (p/N)x というベキ乗則的振舞いが見られた．フィッティングで得られ
た指数は x  2.2となっており，理論の予想値 x  2.18（Doi and Edwards, 1986）に近い値が得










ションへ緩和モード解析を適用した Mitsutake et al.（2011）の結果を紹介する．Met-Enkephalin
は Tyr-Gly-Gly-Phe-Metの 5残基からなるペプチドで，真空中では複数の準安定状態をもつこ
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図 1．N = 10の場合のCi,i(t)の t依存性．実線は緩和モード解析の結果に基づいて（3.15）式を
用いて計算した結果を，黒丸はシミュレーションから直接評価した結果を表す．（a）には重
心からの相対位置の自己相関関数 Ci,i(t) = CN−i+1,N−i+1(t)（上から i = 1, 2, 3, 4, 5）
が，（b）には重心からの相対速度の自己相関関数 Ci,i(t) = C3N−i+1,3N−i+1(t)（t  8
で下から i = 11, 12, 13, 14, 15）が示されている．Reprinted with permission from H.
Hirao, S. Koseki, and H. Takano, J. Phys. Soc. Jpn. 66, 3399（1997）. Copyright
1997, The Physical Society of Japan.
図 2．λp の分布．菱形，正方形，丸がそれぞれN = 10, 20, 40の結果を表す．Reprinted with
permission from H. Hirao, S. Koseki, and H. Takano, J. Phys. Soc. Jpn. 66, 3399
（1997）. Copyright 1997, The Physical Society of Japan.
R = t(tR1, . . . ,
tRN ) =





均したものが平均構造と一致するように平均構造を選ぶ．扱う原子は，主鎖上の 10個の Cα, C
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原子とする．即ち N = 10である．
まず，主成分分析（PCA）について説明する．主成分分析では分散共分散行列
C = 〈R tR〉(4.2)
に対する固有値問題
CF p = ΛpF p(4.3)
を規格直交条件
tF pF q = δp,q(4.4)











C(t) = 〈R(t) tR(0)〉(4.7)
に対する一般化固有値問題
C(t0 + τ)f p = e
−λpτC(t0)f p(4.8)
を規格直交条件
tf pC(t0)f q = δp,q(4.9)
のもとで解く．今はモンテカルロ・シミュレーションの場合を扱っているので，φn(Q) = φˆn(Q)

















PCAで得られた分散 Λp と RMAで得られた緩和率 λp を図 3に示す．PCAでは p = 1だけ
が特に大きい分散を与えるのに対し，RMAでは p = 1と 2が特に小さい緩和率を与えている．
PCAで得られた F p とRMAで得られた g˜p/|g˜p|を p = 1, 2, 3の場合に図 4に示す．F pの p = 1
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図 3．PCA で得られた分散 Λp の分布（a）と RMA で得られた緩和率 λp の分布（b）．Λp の
単位はA˚2，λp の単位は自由度あたりモンテカルロ・ステップの逆数．Reprinted with
permission from A. Mitsutake, H. Iijima, and H. Takano, J. Chem. Phys. 135,
164102（2011）. Copyright 2011, American Institute of Physics.
図 4．PCAで得た Fp と RMAで得た g˜p/|g˜p|．横軸は主鎖上の原子の番号，縦軸はその原
子に対応した Fp と g˜p/|g˜p|の x, y, z 成分の値．濃い灰色，中位の灰色，薄い灰色が
それぞれ x, y, z 成分を表す．Fp の p = 1 を（a）に，p = 2 を（b）に，p = 3 を（c）に，
g˜p/|g˜p|の p = 1 を（d）に，p = 2 を（e）に，p = 3 を（f）に示した．
と g˜p/|g˜p| の p = 1が似ていることがわかる．F p の p = 2と g˜p/|g˜p| の p = 3が似ているが，
g˜p/|g˜p| の p = 2に似ているものはない．
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図 5．PCAで得られた自由エネルギー地形．各グリッドに入る確率を P とするとき，− lnP
の値を図の右に示した濃度で表している．Φ2 対 Φ1 を（a）に，Φ3 対 Φ2 を（b）に示し
た．図中の A-H は極小点を示す．Reprinted with permission from A. Mitsutake,
H. Iijima, and H. Takano, J. Chem. Phys. 135, 164102（2011）. Copyright 2011,
American Institute of Physics.
図 6．RMAで得られた自由エネルギー地形．各グリッドに入る確率を P とするとき，− lnP
の値を図の右に示した濃度で表している．Y2 対 Y1 を（a）に，Y3 対 Y2 を（b）に示し
た．図中の A-H は，図 5 中の極小点 A-H がこの図でどこに相当するかを示してい
る．Reprinted with permission from A. Mitsutake, H. Iijima, and H. Takano, J.
Chem. Phys. 135, 164102（2011）. Copyright 2011, American Institute of Physics.
次に自由エネルギー地形について考える．Φp(Q)または Yp(Q)をX，Φq(Q)または Yq(Q)を
Y として，シミュレーション中にX と Y のとる値から，その確率密度分布 P (X,Y )を求め，無
次元化した自由エネルギー F (X,Y ) = − lnP (X,Y ) を求め，X-Y 平面上の等高線図を描いたも
のが自由エネルギー地形である．図 5に p = 1, 2, 3の Φp(Q)で調べた自由エネルギー地形を，
図 6に p = 1, 2, 3の Yp(Q)で調べた自由エネルギー地形を示す． PCAで得られた自由エネル
ギー地形の極小点を図 5の中に A-Hで示した．これらの極小点が図 6中のどこに相当するかを
図 6中に A-Hで示した．図 6（a）中で，深い極小は A, C, Dで，Bは Aと Cの間に位置し，Eは
Cに属し，F，G，Hは Dの一部となっている．第 1緩和モード g˜1/|g˜1| は第 1主成分軸 F 1と
同様，Aと CまたはAとDの間の遷移を表している．第 2緩和モード g˜2/|g˜2| は CとDの間の
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図 7．PCAで得られた自由エネルギー極小の位置での Tyr1の側鎖の配座の比較．B（濃灰色）
と A（淡灰色）の比較を（a）に，C（濃灰色）と D（淡灰色）の比較を（b）に，E（濃灰色）と F
（淡灰色）の比較を（c）に示した．それぞれの組について，Tyr1 以外の残基の主鎖部分
の平均 2 乗変位が最小となるように配置してある．Reprinted with permission from
A. Mitsutake, H. Iijima, and H. Takano, J. Chem. Phys. 135, 164102（2011）.
Copyright 2011, American Institute of Physics.
遷移を表している．同時にこのモードは残基 Tyr1の側鎖の配座の変化を記述している．図 7は
Aと B中の配座の比較，Dと C中の配座の比較，Fと E中の配座の比較を示している．それぞ
れの組で，Tyr1以外の残基の主鎖部分間の平均 2乗変位が最小となるように配置している．B,
C, Eでは Tyr1の側鎖は主鎖の左側に，A, D, Fでは右側にある．B, C, Eは Y2 が正の領域に，
A, D, Fは Y2が負の領域に存在している．図 4（e）に描かれた g˜2/|g˜2| で，Tyr1に対応する第 1








ションへ緩和モード解析を適用した Nagai et al.（2013）の結果を紹介する．ヒトリゾチームは
130残基，2021原子からなるタンパク質で，細菌の細胞壁にある多糖類の加水分解を行うとい
う機能をもった酵素である．天然構造で 4個の αヘリックスと 1個の逆平行 β シートをもっ
ている．活性部位にはポケットがあり，このポケットの開閉運動で基質を捕捉することが知ら
れている．ヒトリゾチームに 7482個の水分子と 8個の Cl−を加えた 24475個の全原子に対し，
















関関数 C(t) = 〈r(t)r(0)〉に対し，一般化固有値問題 C(t0 + τ)f = exp(−λτ)C(t0)f を規格化条件
fC(t0)f = 1の下で解く．その結果は λ = {− lnC(t0 + τ)+ lnC(t0)}/τ , f = C(t0)−1/2 で与えら
れる．緩和モードは X = fr(t0/2; r) = C(t0)−1/2r(t0/2; r)で与えられ，g = C(t0)f = C(t0)1/2
を用いて逆変換 r(t0/2; r) = gX = C(t0)1/2Xが与えられる．これより，〈r(t0)r(0)〉 = C(t0)およ
び 〈r(t0 + τ)r(0)〉 = C(t0 + τ) が再現される．また，g˜ = exp(λt0/2)g = exp(λt0/2)C(t0)1/2 によ
り 〈r(t)r(0)〉  g˜2 exp(−λt) が与えられる．この式は t = t0と t = t0 + τ では C(t0)と C(t0 + τ)
を正しく与える．λに関する結果は，C(t)対 tの片対数プロットで，t = t0と t = t0 + τ に対する
C(t)の 2点を通る直線の傾き−λを求めていることになる．gに関する結果は，傾き−λの直線
が C(t0)を通るように gを決めていることになる．まとめると，この方法は C(t) = g˜2 exp(−λt)
を仮定して，lnC(t)対 tの片対数プロットで，(t0, lnC(t0))と (t0 + τ, lnC(t0 + τ))の 2点を通る




p g˜i,pg˜j,p exp(−λpt) の形を仮定









t(Φ1,Φ2, . . . ,ΦNc),(5.1)
と変分パラメター
f p =



































域で，〈r(t)r(0)〉 = g˜21 exp(−λ1t) + g˜22 exp(−λ2t) のように 2つの指数関数の和の形を仮定し，4
つの tの値における C(t)の値から 4つのパラメター g˜21 , g˜
2
2 , λ1, λ2を決めることに相当する．試
行関数（5.6）式から一般化固有値問題
C˜(τ)f p = e
−λpτ C˜(0)f p(5.7)
と，規格直交条件
tf pC˜(0)f q = δp,q(5.8)
が得られる．ここで，






⎝ C(t1 + t) C( t1+t22 + t)
C( t2+t1
2




































図 8．PCRMAで得られた緩和時間 λ−1p の分布．Reprinted with permission from T. Nagai,
A. Mitsutake, and H. Takano, J. Phys. Soc. Jpn. 82, 023803（2013）. Copyright












Φp(Q)F p = F
cΦc(Q)(5.17)
で定義する．ここで












て行った．上位主成分の数 Nc は 10とした．これらの主成分の全分散への寄与は 38%であっ
た．t1 = 0.8 ps, t2 = 30.0 ps, τ = 15.0 ps と選び PCRMAを適用した．得られた緩和率は小さい
順に番号をつける．図 8は得られた緩和時間 λ−1p の分布を示している．p = 1− 10の緩和時間
は p = 11 − 20の緩和時間と比べて約 1桁長い．2つの発展時間を用いた PCRMAを適用した
のは，速い緩和モードの寄与を減らすためであり，p = 11− 20の緩和モードはそのような速い
緩和モードで，ここでは重要ではない．
（5.16）式を用いて，主成分の自己相関関数 〈Φp(t)Φp(0)〉 を計算し，シミュレーションで直接
計算した結果と比較した．図 9に p = 1, 2の場合の結果を示す．ここで示したのは短時間領域
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図 9．主成分の自己相関関数 〈Φp(t)Φp(0)〉の t依存性．p = 1の場合を（a）に，p = 2の場合
を（b）に示した．実線がシミュレーションから直接計算した結果，破線が（5.16）式を用
いて PCRMAから計算した結果を表す．Reprinted with permission from T. Nagai,
A. Mitsutake, and H. Takano, J. Phys. Soc. Jpn. 82, 023803（2013）. Copyright
2013, The Physical Society of Japan.
であるが，PCRMAの結果がシミュレーションによる直接計算の結果と良く一致していること
がわかる．同様の良い一致は p = 3− 10でも見られた．このことから，PCRMAの結果は妥当
なものと考えられる．
図 10に第 1，第 2，第 3モードベクトルを PCAの場合と PCRMAの場合に示した．図 10（a）





























3 F3 を（e）に，PCRMAで得られた h1 を（b）に，h2
を（d）に，h3 を（f）に示した．質量重み付けを外し，振幅を 8 倍している．PCA の
結果には分散 Λn を，PCRMA の結果には振幅 |hp|2 と緩和時間 λ−1p を数値とし
て示してある．Pro103 と Gln104 の Cα 原子を黄色い球で示した．Reprinted with
permission from T. Nagai, A. Mitsutake, and H. Takano, J. Phys. Soc. Jpn. 82,












































































































































































































φn(Q)Tτ (Q|Q′)−Rφn(Q′) = 0
が得られ，このときのRの値が固有値 exp(−λn)となる．
φn(Q) = φˆn(Q)となるモンテカルロ法や Brown動力学法では，緩和率 λn は全て 0以上の実
数で，δR = 0となるRの値は極値となり，変分問題 δR = 0は通常の変分法としての意味をも
つ．これに対し，分子動力学法では，緩和率 λnが複素数となるため，δR = 0となるRの値は
一般に極値とはならず，通常の変分法としての意味はもたない．1次の変分 δR = 0が固有値方
程式を与え，そのときのRの値が固有値になるという意味で，Rは有用な量である．
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となる．ここで，λnは φn(Q)の緩和率で，番号は λnの小さい順につけるものとする．第 4節
の例では，Rが 3N − 6個の自由度をもち，一般化固有値問題（4.8）式および（4.9）式を解くこと
で，Rに含まれる遅い方から 3N − 6個の緩和モードを近似的に推定する．もし，Rが 3N − 6
個の緩和モードしか含んでいなければ，t0 = 0としても緩和モードを精度良く推定することが
できる．しかし，Rには最も遅い 3N − 6個の緩和モード以外に，より速い緩和モードが多数
含まれている．（B.3）式を見ると，速い緩和モードの遅い緩和モードに対する相対的寄与の大き
さ，例えば，1 ≤ m ≤ 3N − 6 < nとして，n番目の緩和モードの m番目の緩和モードに対す
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For simulation methods that satisfy the detailed balance condition, relaxation rates
and modes of a system concerned can be defined from the eigenvalues and eigenvectors
of the time-evolution operator, respectively. The relaxation mode analysis method, which
estimates the relaxation rate distribution and relaxation modes on the basis of the varia-
tional method, is explained. Applications of the method to Monte Carlo simulation of a
peptide system and molecular dynamics simulation of a protein system are reviewed.
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